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NOTATIONS

Pour p et g entiersde IN . avecp < q, [ p, ¢} désigne I'ensemble des entiers compris au sens large
entre p et q.

E désigne un espace vectoriel de dimension finien, n> 2, surlecorps K ,avec K=R ou K=C ;
Dans tout le probléme / désigne un endomorphismede £;,ona f2 = fof etdeméme fx*' = fkof
I désigne 1'identité et O désigne U'application nulle.

Par convention. f/° =1.

SikRe Ki[X] .RM)y=aq,+aX +..~aX?, onnoteR() I'cndomorphisme a,l+a/f+..+af?

On note alors K| /] Tl'algebre des polyndmes de /. Cest-a-dire K[ f]={R(f)/R € K[X] }.
Onnote P, (X)=dect( /- X /), le polyndome caractéristique de /et on rappelle que P(f) =0

Pour unc matrice \fe . # , ( K ), on pourra également introduire le polyndme caractéristique de M défini
par P, (X) = det( A{ - \'1, ) ou/, estla matrice unitéde # , ( K ).

On dit que f'est cyclique si. et seulement si. il existe x,, dans E tel que (x,, fix,). .... f*!(x;) ) soit
une base de £.

On appelle commutant de /', I'ensemble 6(f) ={g € £ (F)/fog=gof }
On admcttra que 6 ( f) cst une algébre de dimension au moins 7 sur K .

&£ K ) cst I'ensemble des matrices inversibles d'ordre n. sur K.

PREMIERE PARTIE : Matrice compagne d'un endomorphisme cvclique.

I 1) Montrer que fest cyclique si et seulement si, il existe une base 48 de ¥ dans laquelle f a pour matrice

0 0 -a, )
i O 0 -q,
01 . -a,
C= - avec (a,. a,, ... a,,)eC”
1 0 -qa,,
C 01 -a,,,

On dira que C est la matrice compagne de /.
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On conserve les notations de 1.1

I 2 Soit () =X" + a, X™! +...+a,. Déterminer en fonction de Q, l¢ polynéme P. caractéristique de C .
On dira aussi que C est la matrice compagne de P...

Si f est un endomorphisme cyclique, a-t-on unicité de la matrice compagne de / ?

1 3 Soit A une valeur propre de C ; déterminer la dimension du sous-espace propre associé. Déterminer une
base de ce sous-espace propre.

DEUXIEME PARTIE : Endomorphismes nilpotents.

T 4 On suppose dans cette question /7' 0et/"=0.
Montrer que f'est cyclique et déterminer sa matrice compagne.
Quelle est la dimension du noyau de /' ?

HI § On suppose maintenant / nilpotent ; c'est-a-dire qu'il existe un entier p supérieur ou égal 2 tel que
friz0 et f7=0.
On pose pourk €0, pJ, N, =Kerf* et n =dimN,.

On suppose ¢galement que n, = 1.
5 a) Montrer que V k €0, p-1}, N,C N,,, et f(N,.)CN,.

N.,.,—N,
x B f(x)
montrer que : Vk €[0, p-1}, n,,, <n+l.
§ ¢) Montrer par récurrence que : ~ m=n,,, = V j2 k N=N,.

$ b) En considérant I'application ¢ :

Endéduitéquep=netdétem\inernkpomk € [o. n).

TROISIEME PARTIE : Une caractérisation des endomorphismes cycliques.

THI 6 Montrer que si fest cyclique, (1, f, f2,..., ™) est libre dans _£ (E). Ce résultat sera également utilisé
dans 1a quatricme partie.

On suppose, dans cette partie, que (/, /, f2,..., /™) est libre et on se propose de montrer gue f est
cyclique. )

I 7 Dans cette question K = C.. On factorise le polyndme caractéristique P,de fsous la forme :
B(0=TTh- 20",

k=1
ou les A, sont les p valeurs propres distinctes de f, et les m, dans N * leur ordre respectif de multiplicité.

Pour ke[ 1, p} . onpose E, = Ker((f-xkl)"").

7a) Montrer que les sous-espaces vectoriels £, sont stables par fetque £ = E,® - D E .
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7b) Pour k €[ 1. p}, on note @, 'endomorphisme :

EE,

P s f() -2

Déterminer ¢;*. Quelle est la dimension de E, ?

Montrer que (p;:‘ ! n'est pas I'endomorphisme nul.

7c) En déduire P'existence d'une base &8 de E dans laquellc f a une matrice "diagonale par blocs”, ces blocs

(A, 0. . 0 }
1 A,
. 0 1 A, .
appartenant a uﬂ,,‘ (C) . et étant de la forme : (On pourra utiliser la partie II).
. A, O
0... 01 A,)

7d) En utilisant la matrice compagne de P, montrer que f est cyclique.

TH 8) On suppose. dans cette question uniguement, que K = R.

8a) Soient A4 et B deux matrices de # ,, (R ) semblables dans # , (C ): 4=0BQ"' avec
Qe gy

On écrit Q = 0, +iQ, avec O, et 0. dans A, (R ).

Montrer que {. € R / 0,+A0, € & £(R )} estnon vide.

En déduire que A et B sont semblables dans # ,, (R ).

8b) Montrer que f est cyclique.
Conclure.

QUATRIEME PARTIE : Une autre caractérisation des endomorphismes cycliques.

LV 9 On suppose f cyclique et on choisit x, dans £ tel que (x, fix,), .... f/™'(x,)) soit une base de £.

n-1
9 a) Soit g €6()). En écrivant g(x,) = Z akf"(xo), montrer que g € K {f].
k=0

9 b) Montrer que g €6%(/) si, et sculement si, il existe un unique polyndme Re K, |LX] tel que g = R(/).
(On rappelle que K | [ X] est I'ensemble des polynomes sur K de degré < n-1).

IV 10 On suppose que 6() = K{[f]. Montrer que fest cyclique.
Conclure.
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CINQUIEME PARTIE : Cycles.

Dans cette partie K =C . On dit que fest un "p-cycle” si, et seulement si. il existe x,€ £ tel que la famille
(x, Ax,), ..., SP1(x,) ) soit génératrice de £ et f7(x,) = x,,.

V 11 Dans cette partie, /désigne un p-cycle.
11 a) Montrer que /7 = /.

11b)Soit 8={keIN* / (x, fix). ... £¥'(x,)) est une famille libre}
Montrer que & admet un maximum noté .

11 ¢) Montrer que : Vi 2m, fK(x,) € Vect(x,. fix,). ... f™(x,)).
En déduire que fest cyclique.
Déterminer le nombre de valeurs propres distinctes de /.

V 12 Dans cette question. fdésigne un n-cycle.
Déterminer C, matrice compagne de f.

un

Onposc ® =¢" ctpourkeZ ,U, =

Pour k € [1, n], calculer C U,.

V13 soitire # . ( € ) définic par .‘./=(m i, aveem, = o
n p U .1

lel<n

Calculer MM : en déduire queAf € GL(C) etcalculer Af .

(ao a,,. . a,)
a a, .. . a,
V14 Soit(a, a,....a,)sC" et A4 ~=|.
a, a,,
a.,a, . a a,

Montrer que A est diagonalisable. Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs propres de A.

FIN



